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Clase 3: Métodos numeéricos para ecuaciones
diferenciales ordinarias

Metodo de diferencias finitas

para problemas elipticos
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Problemas de valores de frontera
Problemas de valores de frontera (o contorno) son ecuaciones diferenciales en

() C R? una regién multidimensional abierta para la cual el valor de la solucién,
incégnita del problema, se prescribe en la frontera 0X).

Ecuacion de Poisson

Buscamos u : {2 — R solucién de la ecuacion
—Au(z) = f(z), z=(z1,....,24) €Q

donde f es una funcién dada y ademas condiciones de frontera sobre 0Of).
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La ecuacion del calor

Buscamos u : 2 x [0,T] — R solucién de la ecuacién

du

S (0,t) = phu(e,t) = fl@,t), 7= (21,.,70) | €Q, € (0,7)

donde u es un coeficiente dado representndo la conductividad términica, f es
una funcién dada y ademas condiciones de frontera sobre 02 y condiciones
iniciales en t = 0.

La ecuacion de onda
Buscamos u : 2 x [0,T] — R solucién de la ecuacién
0%u

o (@,0) = chu(z,t) = f(z,1), == (z1,.,2a)" €D, 1€ (0,T)

donde 1 es un coeficiente dado, f es una funcién dada y ademas condiciones
de frontera sobre 0f2 y condiciones iniciales en t = 0.
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Aproximacion del problema de Poisson en 1d

—u(z) = f(z), z € (a,b)
condiciones tipo Dirichlet wa) =a
u(b) =5

Observe que si f € CY([a,b]), la solucién u existe y es tinica, ademés

u € C%([a, b])

u'(a) =«

, es la solucidén Unica?
u'(b) =

condiciones tipo Neumann {

S\
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Aproximacion por diferencias finitas

Introducimos una particién del intervalo [a,b] en subintervalos [z;,x;+1] para
7 =0,..., N —1,con g = ay xy = b. Asumimos por simplicidad que estos
intervalos son del mismo tamano h.

La ecuacion diferencial, el problema de Poisson, debe satisfacerse en todo punto
del intervalo (a,b) y en particular en los nodos interiores x;, j = 1,..., N — 1.
Esto es

h? h3

Expansion w(@ + h) = u(z) + hu'(z) + Eu”(x) T QU(B) (z) + O(h*)
de Taylor 2 3
' (e — h) = u(@) — b (@) + (@) — @) + O(h)
u'(z) = % (u(z + h) — 2u(z) + u(x — b)) + O(R?)
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Aproximaciéon de diferencias 1
finitas centradas de 3 puntos u'(2) h2 (w(zj41) = 2u(z;) + u(zj-1))

[ Buscamos un vector de aproximaciones {u,}, con u; ~ u(z;), j =0,...,N. ]

Método de diferencias finitas

Hallar {u,}, para j =1,..., N — 1, tales que

- (Uj+1 — 2uj + ;1

B2 )Zf(xj)a 7=1,....,. N —1.

con la condicién: ug = o, uy = 5.

Lo T T2 T3 TN_1 TN
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Diferencias finitas como sistema lineal

Esto lo escribimos como un sistema lineal para A € ]R(N_l)x(N_l), f=(f(x1)+
a/h?, f(xg), ..., f(xn—2), f(xn_1) + B/R?)", y buscamos up = (ug, ..., un—1)"

solucién de:

Auh — h2f7

donde A =

Observe que la matriz A es simétrica y definida positiva. Por otra parte la

matriz es mal-condicionada, en efecto x(A)

)\max/)\min — Ch_2-
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Analisis del método de diferencias finitas

Ecuaciones lineales de segundo orden:
—u"(z) + p(z)u'(z) + g(z)u(z) = f(z), =€ (a,b), u(a)=aq,u(d)=25.
Asumimos que p, q, f son continuas en [a, b], entonces:

e ¢l problema tiene solucién Unica

e existen p, ¢, y q tales que:

p(x)| <p, 0<q<q(r)<qgparaa<z<b

Definimos el operador diferencial
Lu = —u"(z) + p(z)v'(z) + g(z)u(z), =z € (a,b)
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Operador de diferencias finitas

Uir1 — 2U; + Ui Uit] — Ui
(ﬁhu)j:< Lo h2j ’ 1) +p(f€j)< S 1) + q(z;)u;

2h
para 3 =1,.... N — 1

Para una funcién v en [a, b|, definimos el erro de truncacién por

(Th(v)); = (Lnv); — (Lo)(z5), J=1,..,N -1

Demostrar que para v € C*([a, b]) se tiene

h2

(rh(0); = =75 (vD(&) = 200D (&)) . €1,6 € [0 — by + ]
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y mas precisamente, si v € C°([a, b]) se tiene

(m(@)); = — 35 (v9(2;) — 2p(a; 0@ () + O, h—0

Definicion. Decimos que el operador diferencial L; es estable si existe una
constante M, independiente de h, tal que para h suficientemente pequeno se
tiene
<M L
JTax [vj (max{|vo|, [vn [} + [[Lrv]loo)
Teorema
Si hp < 2, entonces Ly, es estable con M = max{1,1/q}.
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Teorema

Si hp < 2, entonces

e fu(zg) — us] < Mz (), M = max{1,1/q}

Si u € C*([a,b]), entoncs

h2
N < Y (4) Slla, (3) )
Og%v\u(x]) u]\_12M<Hu oo + 2P[|u™ || oo
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El problema de Poisson en 2d
Sea Q = (0,1)2 c R
—Au(z,y) = flz,y), (z,y) €N
U(CIZ, O) — Up Y Q Ur
'U/(]_,y) — u'r'
u(z,1) = wuy
U(O,y) = U
2 2
Reescribimos —Au(x,y) = _8 u(z,y) _ 0*u(z,y)

8332 6y2
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Diferencias finitas en 2d

Creamos una grilla cartesiana, uniforme
por simplicidad, de nodos (z;,y,) sobre
(), donde z; = iAx, parat =0,...,M e
y; = jAy paraj=0,..,N

Yj+2

Yj+1

Yj

Yj—1

Yj—2

Z; Li+1 Li4+2

Aproximamos las segundas derivadas en x e y usando el operador de diferencias

finitas, esto es

(92’&(513,,;, yj) N ’LL(CIZ,,;_|_1, yj) — 2’LL(5137;, yj) + U(xi—la yj)

Y

Ox? Ax?

32’&(%’, yj) N u(x;, yj+1) — 2u(x;, yj) + u(x;, yj—1)

Y

Oy? Ay?

+ O(Az?)

+ O(Ay?)
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Diferencias Finitas en 2d

Sea u;; ~ u(x;,y;), parai = 0,...,M ey = 0,..., N. El método de 5 puntos
para aproximar la solucién del problema de Laplace (o Poisson) en Q = (0, 1)2,
es

Uitl,j — 2Uij + Ui—1,5 | Wi+l — 2Ui5 + Ujj-1)
o ( A.’L'2 _l_ Ay2 T f('/L"L? y])?
parat=1,.. M —1,7=1,.... N —1

w(xi,yo) = up(x;), parai=0,....M
w(xn,y;) = ur(y;), paraj=0,...,.N
u(xi, yn) = ug(z;), parai=0,...M
U(CEOvy]) — ul(y])v paraj :Ov'“vN
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Orden de los nodos y sistema matricial

Orden por filas w

con h = Ax = Ay,

1
A:ﬁ

- -
1]

u[N_l]

y[N)

,

donde vl =
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Diferencias Finitas en 2d

Convergencia: max |u(z;,y;) — u; j| = 0 cuando h — 0
0,

Un método es consistente si el residual que se obtiene cuando la solucién
exacta se sustituye en el esquema numérico tiende a cero cuando h tiene a cero

1
Th(Ti,y5) = — (24, yj)—ﬁ (w(zi—1,y5) + u(zi, yi—1) — 4ulxs, y5) + w(@ir1,y5) + w(Ts, Yj+1))
0%y 1
= @(xiayj) ~ 13 (w(zi—1,v;5) — 2u(xs,y5) + w(Tit1,y5))
0%y 1

a—ﬁ(wi,yj) T2 (w(zi, yj—1) — 2u(®i, y5) + ulTs, yj+1))
Siu e C*Q) , entonces existe C > 0 tal que

max [u(zi, ;) — ui 5| < CMA?
t,]
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