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Clase 2: Métodos numeéricos para ecuaciones
diferenciales ordinarias

Metodos de alto orden
Sistemas de EDOS
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Métodos numeéricos de orden mas alto.

Métodos de Runge-Kutta de s-stages. Tabla de Butcher
" > cCi1 | a411 ... Qg
un T =un + hz bik;
i=1
& Cs | Qs1 Uss
k’i: tn—|—CZ‘h, n—l—h ai-k-,
S Yn ]z:l ik;) by b,
parat1=1,...,
Si los coeficientes de un método de Runge-Kutta a;; = 0 si j > i, para

1,7 =1, ..., s entonces el método es expl’icito.
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Ejemplos:

1. Método de Euler explicito. y}f“ =y, + hf(tn, yp) 110
1
2. Método de Crank - Nicolson.
- ) 0] O 0
yp = yn +h(biky + boks) 1] 1/2 1/2
k1 = f(tn + c1 h, yz + h(CLlll‘Cl + algkg)) 1/2 1/2

ki1 = f(tn + c2h,y; + h(az1ki + azeks))

Reemplazamos los coeficientes de la tabla

Yt =yt 4+ bk /2 + ko /2) 5
n+1 n n n
ki = f(tn + Oh,y? + h(0ky 4 Oky)) yp = yn + 5 (F(tn,yn) + ftnta, )
ko = f(tn + 1h,yp + h(k1/2 + k2/2))
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Ejemplos: ol 0 o
1] 1 0
3. Runge-Kutta explicito de orden 2 (método de Heun). 2 172
0 0 0
= 1 0 0
4. Runge-Kutta explicito de orden 3 . A ;
1/6 2/3 1/6
5. Runge-Kutta explicito de orden 4. 0 0 0 0 0
1/211/2 0 0 0
/21 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6
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Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

Las incognitas son las funciones (yi1,%2,...,¥m), y tenemos funciones
fi, fo, ooy fm : R X R™ — R solucion del sistema

d Condicion inicial:
% — fl(ta (y17 Yz, ..., ym))

y1(to) = (yo)1
dya —
— = fat, (Y1, Y2, Ym)) St € [to, T] y2(to) = (0)2
dy, Ym(to) = (Yo)m

dt - fm(tv (y17 Y2y «ees ym))
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SIR (Susceptible - Infected - Recovered) modelo de epidemias

Este es un modelo deterministico introducido por Kermarck & McKendricken
1927. Dividimos a la poblacién de estudio en 3 clases:

e S(t): nimero de individuos susceptibles a la enfermedad en el tiempo .

e /(t): nimero de individuos infectados por la enfermedad en el tiempo ¢,
asumiendo que estos pueden propagar la enfermedad a la clase susceptible.

e R(t) : nimero de individuos que han sido infectados y luego removidos
de la posibilidad de ser infectados nuevamente o propagar la enfermedad.

Modelos clasicos: SIR (virus), SIS (bacterias), SIRS.
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Modelo de EDO SIR

ds _ _8SI Condicion inicial:

dt S(0)=So=N—1I
%:551—71 I(0) = I

IR R(0) =0

= ~vS1

Asumimos

e Un individuo promedio de la poblacion tiene contacto suficiente para
transmitir la infeccion con SN otros individuos, por unidad de tiempo,
donde N representa el numero total de individuos en la poblacién.

e Losindividuos salen de esta clase a una razén de I por unidad de tiempo.

e No hay entrada o salida de individuos de la poblacién. La poblacién se
asume de tamano constante
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Observe que este es un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Respecto a la notacién anterior lo escribimos como:

Yy =9, fit,y1,92,y3) = —By1y2
Y2 = 1, f2(t, y1,Y2,93) = BY1y2 — YY2
ys = R, f3(ty1,y2,¥3) = VY2

e Tenemos ‘fl—f < 0, para todo t > 0;

Escenario epidémico:
dI
o Tenemos & >0 <= §> /7.

Asi, si I(t) se incrementa si S(t) > /v, e I(t) decrece si S(t) < 8/7.
La cantidad Ry = BSp/v se denomina umbral (threshold). Si Ry < 1 la in-
feccién no se propaga y si By > 1 tenemos una epidemia.

Ry: el numero de infecciones secundarias causadas por un infectado cuando
se introduce en una poblacién susceptible con Sy ~ N sobre el curso de

infeccion de este infectado.
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Analisis del sistema SIR

D Gl) = —n] —> / T I(t)dt = / OO%(S(t)JrI(t))dt

Observe que:

dt

Asumiendo que I(t) — 0 cuando t — co y que S(t)+1(t) — So cuando t — oo,
tenemos que

7/ I(t)dt = N — S,
0

as as

: ., .oao l_ o
Desde la primera ecuacion tenemos: = Sl — T Bl
* 1 dS o _ D
/0 ggd —5/ In(S(?)) [o _;(N Seo)
B N So Soo
N — — — — — 1 — —
In(S0/Se0) = (W VS o) = RO(SO N =) ~ Ro( N )
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La ultima ecuacién nos permite stimar el parametro de umbral, sabiendo el
tamano final de la epidemia (N — S).

Ejemplo:

Para un estudio de epidemia de influenza tenemos que los porcentajes de
poblacién del modelo son sg = 0.911 y soo = 0.513. De la formula obtnemos:
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Metodos numeéricos para integrar el modelo SIR

Fuler Explicito:
Spth = Si + h(=BSLIE)
I = I} + h(BSRI} = yI})
Ry™ = Rjy + h(vI})

Fuler Implicito:
Syt = Sp +h(=BSpT T
L =Ty + h(BST T — I
Ry = Ry + h(vI; ™)
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Sistemas Hamiltonianos

Describimos la dinamica de us sistma de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden Hamiltoniano por medio de coordenadas candnicas y = (p,q) €
R?™ por

dp OH » .
T T aa donde la funcién H(p(t),q(t),t) es conocido
1 como el Hamiltoniano y frecuentemente corre-
dq OH , .
L= sponde a la enrgia del sistema.
dt Op
Ejemplo: Oscilador armoénico
. ., L9 1.9 . dp
Considere la funcién H(p,q) = 5p° + 5¢°. El sigu- priia’
iente sistema de EDO de primer orden corresponde a dq
un sistma Hamiltoniano con la funcién H i p
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Propiedad de conservacion de energia

Si H(p(t),q(t),t) = H(p(t),q(t)), es decir este no depende de forma explicita
de t. Entonces,

OH  OH dp L OH OH dqg OH _8_H OH O0H
ot  Opdt  Oqg dt  Ip J0q 8q Op

Por lo tanto H(p(t), q(t)) = H(p(0),q(0)), para todo t > 0.

=0

Metodo de Euler explicito para sistema Hamiltoniano

o OH

JUhle = pp — ha—q(p}Mtht )
o OH

Qh+1 = qy + ha—p(ph,qhat )
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Metodos de Euler simplectico

OH OH

pptt =pp — h—(p" ", qf, tn) pptt =pp — h——(®}, g, tn)
dq dq
OH OH

gt =g+ h—ap (PPt i tn) gt =g+ h—ap (P, g7t tn)

Ejemplo: Euler simplectico para el oscilador armonico

La energia discreta para el método de Euler simplectico
es Hn(p,q) = %p2 + %q2 + hpq. Esta satisface que

pptt = pi — hqp

gy =g + hpy

Hu (7, g ) = Hi(p}, qf)
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Metodos de punto medio implicito (simplectico)

OH donde
n4-1 " n+1/2 n+1/2
pp =pr —h——(, T q, " tn+h/2) " N N
gq ph+1/2 = (ph+1 +pn)/2
n n H n n n n n
Qh+1 =(qp T h Op (ph+1/27 Qh+1/27tnh/2) Qh+1/2 — (Qh+1 + %)/2

Integrador de integrales cuadraticas.

Si la funcién H es cuadratica en p, q entonces el metodo de punto medio im-
plicito conserva la energia ‘H en cada paso.
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